
	

	

STEP Mark Scheme 2015 
 
 
Mathematics 
 
STEP 9465/9470/9475 
 
 
October 2015 
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(ii)  
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using the substitution  ݑ ൌ  , ଵିݔ
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(iii)  
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2.     (i)   True.          B1 

  ݉ ൌ 1000          B1 

If  ݊  1000 , then  1000  ݊ , so  1000݊  ݊ଶ , i.e.  ሺ1000݊ሻ  ሺ݊ଶሻ    M1A1 (4) 

(ii)  False.          B1 

E. G. Let  ݏ ൌ 1  and  ݐ ൌ 2  for  ݊  odd, and  ݏ ൌ 2  and  ݐ ൌ 1  for  ݊  even.    B1 

Then  ∄݉  for which for  ݊  ݏ  ,  ݉  ݐ   , norݐ    ݏ       M1 

So it is not the case that  ሺݏሻ  ሺݐሻ , but nor is it the case that  ሺݐሻ  ሺݏሻ      A1 (4) 

(iii) True.          B1 

ሺݏሻ  ሺݐሻ  means that there exists a positive integer, say  ݉ଵ , for which  for  ݊  ݉ଵ  ,  ݏ    . ݐ
E1 

ሺݐሻ  ሺݑሻ  means that there exists a positive integer, say  ݉ଶ , for which  for  ݊  ݉ଶ  ,  ݐ   . ݑ
E1 

Then if  ݉ ൌ maxሺ݉ଵ,݉ଶሻ ,         B1 

for  ݊  ݏ  , ݉  ݐ  ሻݏ , and so  ሺݑ  ሺݑሻ  A1 (5) 

(iv)  True.          B1 

  ݉ ൌ 4          B1 

Assume  ݇ଶ  2   for some value  ݇  4 .    B1 

Then  ሺ݇  1ሻଶ ൌ ቀାଵ

ቁ
ଶ
	݇ଶ ൌ ቀ1 

ଵ


ቁ
ଶ
݇ଶ  ቀ1 

ଵ

ସ
ቁ
ଶ
݇ଶ ൌ

ଶହ

ଵ
݇ଶ ൏ 2݇ଶ  2 ൈ 2 ൌ 2ାଵ 

          M1A1 

4ଶ ൌ 2ସ          B1 

so by the principle of mathematical induction, ݊ଶ  2  for  ݊  4 , and thus  ሺ݊ଶሻ  ሺ2ሻ  A1 (7) 

 

 

 

 

 

 

 



3.   (i)    

 
  Symmetry about initial line    G1 

  Two branches        G1 

  Shape and labelling      G1 (3) 

If     |ݎ െ ܽ sec |ߠ ൌ ܾ  , then  ݎ െ ܽ sec ߠ ൌ ܾ  or  ݎ െ ܽ sec ߠ ൌ െܾ 

So    ݎ ൌ ܽ sec ߠ  ܾ   or   ݎ ൌ ܽ sec ߠ െ ܾ    M1A1 

If   sec ߠ ൏ 0  ,  ܽ sec ߠ  ܾ ൏ െܽ  ܾ ൏ 0   as   ܽ  ܾ  and  ܽ sec ߠ െ ܾ ൏ െܽ െ ܾ ൏ 0   as  ܽ  and  ܾ  
are both positive, and thus in both cases,  ݎ ൏ 0  which is not permitted.   B1 

If   sec ߠ  0 ,   ܽ sec ߠ  ܾ  ܽ  ܾ  0  and  ܽ sec ߠ െ ܾ  ܽ െ ܾ  0  giving  ݎ  0 

so  sec ߠ  0  as required.      B1  (4) 

So   ݎ ൌ ܽ sec ߠ േ ܾ  , thus points satisfying (*) lie on a certain conchoid of Nicomedes with A being 

the pole (origin) ,        B1 

 d being b,           B1 

and L being the line  ݎ ൌ ܽ sec  . ߠ   B1 (3) 

(ii) 

 

Symmetry about initial line    G1 

Two branches        G1 

Loop, shape and labelling    G1  



 

If   ܽ ൏ ܾ  , then the curve has two branches,  ݎ ൌ ܽ sec ߠ  ܾ  with   sec ߠ  0  and  ݎ ൌ ܽ sec ߠ  ܾ  

with   sec ߠ ൏ 0  , the endpoints of the loop corresponding to  sec ߠ ൌ
ି


  .  B1 (4) 

 

In the case   ܽ ൌ 1   and   ܾ ൌ 2  ,  sec ߠ ൌ
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ଵ
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  M1A1 

ൌ ߨ4 െ ቀെ√3  4 lnหെ2 െ √3ห 
଼గ

ଷ
ቁ ൌ
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ଷ
 √3 െ 4 lnห2  √3ห  M1A1 (6) 

   



4.  (i)  ݕ ൌ ଷݖ  ଶݖܽ  ݖܾ  ܿ   is continuous. 

For  ݖ → െ∞	, ݕ → െ∞  and for  ݖ → ∞	, ݕ → ∞  .    B1 

So the sketch of this graph must be one of the following:‐ 

 

B1 

Hence, it must intersect the  ݖ  axis at least once, and so there is at least one real root of 

ଷݖ    ଶݖܽ  ݖܾ  ܿ ൌ 0        B1 (3) 

(ii)  ଷݖ  ଶݖܽ  ݖܾ  ܿ ൌ ሺݖ െ ݖଵሻሺݖ െ ݖଶሻሺݖ െ  ଷሻ M1ݖ

Thus  ܽ ൌ ሺെݖଵ െ ଶݖ െ ଷሻݖ ൌ െ ଵܵ      A1 

ܾ ൌ ሺݖଶݖଷ  ଵݖଷݖ  ଶሻݖଵݖ ൌ
ሺ௭భା௭మା௭యሻమି൫௭భమା௭మమା௭యమ൯

ଶ
ൌ 	

ௌభ
మିௌమ
ଶ

     A1 

and, as  ݖଵଷ  ଵଶݖܽ  ଵݖܾ  ܿ ൌ ଶଷݖ , 0  ଶଶݖܽ  ଶݖܾ  ܿ ൌ ଷଷݖ	, 0  ଷଶݖܽ  ଷݖܾ  ܿ ൌ 0 

adding these three equations we have,  

ሺݖଵଷ  ଶଷݖ  ଷଷሻݖ  ܽሺݖଵଶ  ଶଶݖ  ଷଶሻݖ  ܾሺݖଵ  ଶݖ  ଷሻݖ  3ܿ ൌ 0   M1 

(Alternatively,  

 ሺݖଵ  ଶݖ  ଷሻଷݖ ൌ 

ሺݖଵଷ  ଶଷݖ  ଷଷሻݖ  3ሺݖଵଶݖଶ  ଷݖଶଶݖ  ଵݖଷଶݖ  ଷݖଵଶݖ  ଵݖଶଶݖ  ଶሻݖଷଶݖ   ଷݖଶݖଵݖ6

ሺݖଵଶ  ଶଶݖ  ଵݖଷଶሻሺݖ  ଶݖ  ଷሻݖ ൌ ሺݖଵଷ  ଶଷݖ  ଷଷሻݖ  ሺݖଵଶݖଶ  ଷݖଶଶݖ  ଵݖଷଶݖ  ଷݖଵଶݖ  ଵݖଶଶݖ 
 (  ଶሻݖଷଶݖ

 

So  ܵଷ െ ଵܵܵଶ 
ௌభ

మିௌమ
ଶ ଵܵ  3ܿ ൌ 0          M1 

Thus   6ܿ ൌ ൫3 ଵܵܵଶ െ ଵܵ
ଷ െ 2ܵଷ൯          A1* (6) 



(iii)  Let  ݖ ൌ ሺcosݎ ߠ  ݅ sin ݇  ሻ  forߠ ൌ 1, 2, 3      M1 

Then  ݖଶ ൌ ଶሺcosݎ ߠ2  ݅ sin ଷݖ  ሻ  andߠ2 ൌ ଷሺcosݎ ߠ3  ݅ sin  ሻ  by de Moivreߠ3 M1 

As  

ݎ

ଷ

ୀଵ

sin ߠ ൌ 0 

ݎଶ
ଷ

ୀଵ

sin ߠ2 ൌ 0 

ݎଷ
ଷ

ୀଵ

sin ߠ3 ൌ 0 

݉ܫ ൭ݖ

ଷ

ୀଵ

൱ ൌ 0 

݉ܫ ൭ݖଶ
ଷ

ୀଵ

൱ ൌ 0 

݉ܫ ൭ݖଷ
ଷ

ୀଵ

൱ ൌ 0 

and so   ଵܵ ,  ܵଶ , and ܵଷ  are real ,    M1 

and therefore so are  ܽ , ܾ , and  ܿ    A1 

Hence,  as  ݖଵ , ݖଶ , and  ݖଷ  are the roots of  ݖଷ  ଶݖܽ  ݖܾ  ܿ ൌ 0  with  ܽ , ܾ , and  ܿ  real, by part 
(i), at least one of  ݖଵ , ݖଶ , and  ݖଷ is real.    M1  

So for at least one value of  ݇ , ݎሺcos ߠ  ݅ sin ሻ  is real and thus,  sinߠ ߠ ൌ 0 ,   

and as  െߨ ൏ ߠ ൏ ߠ  , ߨ ൌ 0  as required.  A1 (6) 

If  ߠଵ ൌ 0  then  ݖଵ is real.  ݖଶ  and  ݖଷ are the roots of  ሺݖ െ ݖଶሻሺݖ െ ଷሻݖ ൌ 0 

which is  ݖଶ  ሺെݖଶ െ ݖଷሻݖ  ଷݖଶݖ ൌ 0  (say  ݖଶ  ݖ  ݍ ൌ 0 ) 

 ൌ െݖଶ െ ଷݖ ൌ ܽ  ݍ  ଵ  andݖ ൌ ଷݖଶݖ ൌ െ


௭భ
  and so the quadratic of which ݖଶ  and  ݖଷ are the 

roots has real coefficients.  Thus ݖଶ, ଷݖ ൌ
ିേඥమିସ

ଶ
ଵݖ )  .  ് 0  because  ݎ  0)  B1 

If  ଶ െ ݍ4 ൏ 0 ,              M1 

Thus  cos ଶߠ 	ൌ cos ଶߠ  , and so	ଷߠ ൌ േߠଷ , as െߨ ൏ ߠ ൏    . ߨ

But sin ଶߠ ൌ െsin ଶߠ  ଷ and soߠ ൌ െߠଷ .        M1 A1 

If  ଶ െ ݍ4  0 , then  ݖଶ  and  ݖଷ are real roots, so  sin ଶߠ ൌ sin ଷߠ ൌ 0 , and thus  ߠଶ ൌ ଷߠ ൌ 0 , so  
ଶߠ ൌ െߠଷ .              B1 (5) 



   



5. (i) Having assumed that  √2  is rational (step 1),  √2 ൌ 
ൗݍ   , where  , ݍ ∈ Ժ, ݍ ് 0  B1 

Thus from the definition of ܵ (step 2), as ݍ ∈ Ժ and √2 ൌ ݍ ൈ 
ൗݍ ൌ  ∈ Ժ , so ݍ ∈ ܵ proving step 3. 

B1 (2) 

If  ݇ ∈ ܵ , then ݇  is an integer and ݇√2 is an integer.  B1 

So  ൫√2 െ 1൯݇ ൌ ݇√2 െ ݇ is an integer,     B1 

and ൫√2 െ 1൯݇√2 ൌ 2݇ െ ݇√2  which is an integer and so ൫√2 െ 1൯݇ ∈ ܵ  proving step 5.  B1 (3) 

1 ൏ √2 	൏ 2   and so     M1 

0 ൏ √2 െ 1 ൏ 1, and thus 0 ൏ ൫√2 െ 1൯݇ ൏ ݇    A1 

and thus this contradicts step 4 that ݇ is the smallest positive integer in ܵ as ൫√2 െ 1൯݇ has been 
shown to be a smaller positive integer and is in ܵ .    A1 (3) 

  (ii)  If  2
ଶ
ଷൗ   is rational, then 2

ଶ
ଷൗ ൌ 

ൗݍ   , where  , ݍ ∈ Ժ, ݍ ് 0 

So  ቀ2
ଶ
ଷൗ ቁ

ଶ
ൌ ൫ ൗݍ ൯

ଶ
  , that is  2

ସ
ଷൗ ൌ ଶ

ଶ൘ݍ  , which can be written  2 ൈ 2
ଵ
ଷൗ ൌ ଶ

ଶ൘ݍ    M1 

and hence 2
ଵ
ଷൗ ൌ ଶ

ଶ൘ݍ2  proving that  2
ଵ
ଷൗ  is rational.  A1 

If  2
ଵ
ଷൗ   is rational, then 2

ଵ
ଷൗ ൌ 

ൗݍ   , where  , ݍ ∈ Ժ, ݍ ് 0     M1 

and so 2
ଶ
ଷൗ ൌ ଶ

ଶ൘ݍ   proving that 2
ଶ
ଷൗ   is rational and that  2

ଵ
ଷൗ   is rational only if  2

ଶ
ଷൗ   is rational.  

A1 (4) 

Assume that 2
ଵ
ଷൗ   is rational. 

Define the set ܶ  to be the set of positive integers with the following property:  ݊ is in ܶ if and only if 

݊2
ଵ
ଷൗ   and  ݊2

ଶ
ଷൗ  are integers.      B1 

The set ܶ contains at least one positive integer as if  2
ଵ
ଷൗ ൌ 

ൗݍ   , where  , ݍ ∈ Ժ, ݍ ് 0 , then 

ଶ2ݍ
ଵ
ଷൗ ൌ ଶݍ ൈ 

ൗݍ ൌ ݍ ∈ Ժ   and  ݍଶ2
ଶ
ଷൗ ൌ ଶݍ ൈ ଶ

ଶ൘ݍ ൌ ଶ ∈ Ժ  , so  ݍଶ ∈ ܶ .  M1A1 

Define  ݐ  to be the smallest positive integer in  ܶ.  Then   2ݐ
ଵ
ଷൗ   and  2ݐ

ଶ
ଷൗ  are integers.  B1 

Consider  ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ.     ݐ ቀ2

ଶ
ଷൗ െ 1ቁ ൌ 2ݐ

ଶ
ଷൗ െ  which is the difference of two integers and so is  ݐ

itself an integer.   ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ ൈ 2

ଵ
ଷൗ ൌ ݐ2 െ 2ݐ

ଵ
ଷൗ  which is an integer,  

and  ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ ൈ 2

ଶ
ଷൗ ൌ 2

ସ
ଷൗ ݐ െ 2ݐ

ଶ
ଷൗ ൌ 2 ൈ 2

ଵ
ଷൗ ݐ െ 2ݐ

ଶ
ଷൗ   which is an integer. 



Thus  ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ  is in ܶ.    M1A1 

1 ൏ 2
ଶ
ଷൗ 	൏ 2   and so  0 ൏ 2

ଶ
ଷൗ െ 1 ൏ 1, and thus 0 ൏ ݐ ቀ2

ଶ
ଷൗ െ 1ቁ ൏  and thus this contradicts ,ݐ

that ݐ is the smallest positive integer in ܶ as ݐ ቀ2
ଶ
ଷൗ െ 1ቁ has been shown to be a smaller positive 

integer and is in ܶ .      M1A1 (8) 

   



6.  (i)  ,ݓ ݖ ∈ Թ ⟹ ,ݑ ݒ ∈ Թ    B1 

For  ݓ, ݖ ∈ Թ , we require to solve  ݓ  ݖ ൌ ଶݓ , ݑ  ଶݖ ൌ  ݒ M1 

ଶݓ  ሺݑ െ ሻଶݓ ൌ  ݒ

ଶݓ2 െ ݓݑ2  ሺݑଶ െ ሻݒ ൌ 0 

ݓ ൌ
ݑ2 േ ଶݑ4√ െ ଶݑ8  ݒ8

4
ൌ
ݑ േ ݒ2√ െ ଶݑ

2
 

ݖ ൌ
ݑ ∓ ݒ2√ െ ଶݑ

2
 

              M1A1 

So for , ݖ ∈ Թ , as ݑ ൌ ݓ  ݒ ,must be real ݖ ൌ ଶݓ  ݒଶ must be real, and  2ݖ െ ଶݑ  0   

i.e.  ݑଶ   ݒ2     B1* (5) 

(ii)  ݑ ൌ ݓ  	ݖ ⟹ ଶݑ ൌ ଶݓ  ଶݖ  ଶݓ  so if  	ݖݓ2  ଶݖ െ ଶݑ ൌ െ
ଶ

ଷ
 ,  then  െ2ݖݓ ൌ െ

ଶ

ଷ
 

so  3ݖݓ ൌ 1          M1A1 

ଷݓ  ଷݖ ൌ ሺݓ  ଶݓሻሺݖ  ଶݖ െ ሻݖݓ ൌ ଶݑሺݑ െ ሻݖݓ3 ൌ ଶݑሺݑ െ 1ሻ 

      M1A1 

Thus if  ݓଷ  ଷݖ െ ݑߣ ൌ െݑ  , ߣሺݑଶ െ 1ሻ ൌ ݑሺߣ െ 1ሻ      M1A1 

Thus  ሺݑ െ 1ሻሺݑሺݑ  1ሻ െ ሻߣ ൌ 0 ,    M1 

ሺݑ െ 1ሻሺݑଶ  ݑ െ ሻߣ ൌ 0      M1A1 

Thus  ݑ ൌ 1  or  ݑ ൌ
ିଵേ√ଵାସఒ

ଶ
 

So as  ߣ ∈ Թ  and  ߣ  0  , the values of  ݑ are real.  B1 

There are three distinct values of  ݑ unless  
ିଵേ√ଵାସఒ

ଶ
ൌ 1  in which case  േ√1  ߣ4 ൌ 3 , i.e.  ߣ ൌ 2 

            M1A1 (12) 

For  ݓ, ݖ ∈ Թ  , from (i) we require  ݑ ∈ Թ  which it is,  ݑଶ െ
ଶ

ଷ
∈ Թ which it is, and  ݑଶ  2 ቀݑଶ െ

ଶ

ଷ
ቁ  

in other words  ݑଶ 
ସ

ଷ
 .        M1 

So  ݓ  and  ݖ  need not be real.  A counterexample would be  ݑ ൌ 1    B1 

for then  ݓ  ݖ ൌ ଶݓ  , 1  ଶݖ ൌ
ଵ

ଷ
 , so  ݓଶ  ሺ1 െ ሻଶݓ ൌ

ଵ

ଷ
 ,  i.e.   2ݓଶ െ ݓ2 

ଶ

ଷ
ൌ 0 in which case 

the discriminant is െ
ସ

ଷ
൏ 0  so ݓ ∉ Թ .      B1 (3) 



7.  ݔଶܦ ൌ ሻ൯ݔሺܦ൫ܦ ൌ ܦ ൬ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺݔሻ൰ ൌ  ିଵሻݔܽݔሺܦ   M1 

ൌ ሻݔሺܽܦ ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺܽݔሻ ൌ ିଵݔଶܽݔ ൌ ܽଶݔ      M1A1 (3) 

(i)  Suppose  ܦܲሺݔሻ  is a polynomial of degree  ݎ  i.e.  ܦܲሺݔሻ ൌ ܽݔ  ܽିଵݔିଵ  ⋯ ܽ  
for some integer ݇ .        B1 

Then  ܦାଵܲሺݔሻ ൌ ݔሺܽܦ  ܽିଵݔିଵ  ⋯ ܽሻ ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺܽݔ  ܽିଵݔିଵ  ⋯ ܽሻ 

ൌ ିଵݔܽݎሺݔ  ሺݎ െ 1ሻܽିଵݔିଶ  ⋯ ܽଵሻ ൌ ݔܽݎ  ሺݎ െ 1ሻܽିଵݔିଵ  ⋯ ܽଵݔ  

which is a polynomial of degree  ݎ .      M1A1 

Suppose  ܲሺݔሻ ൌ ܾݔ  ܾିଵݔିଵ  ⋯ ܾ , then 

ሻݔሺܲܦ  ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺܾݔ  ܾିଵݔିଵ  ⋯ ܾሻ ൌ ݔܾݎ  ሺݎ െ 1ሻܾିଵݔିଵ  ⋯ ܾଵݔ  so the result 

is true for ݊ ൌ 1 ,          M1A1 

and we have shown that if it is true for  ݊ ൌ ݇ , it is true for  ݊ ൌ ݇  1 .  Hence by induction, it is 
true for any positive integer  .        B1 (6) 

(ii)   Suppose  ܦሺ1 െ ሻ  is divisible by ሺ1ݔ െ ሺ1ܦ  .ሻି   i.eݔ െ ሻݔ ൌ ݂ሺݔሻሺ1 െ  ሻି  forݔ

some integer ݇ , with ݇ ൏ ݉ െ 1.        B1 

Then  ܦାଵሺ1 െ ሻݔ ൌ ሻሺ1ݔ൫݂ሺܦ െ ሻି൯ݔ ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
൫݂ሺݔሻሺ1 െ  ሻି൯ݔ

ൌ ൫݂ᇱሺ௫ሻሺ1ݔ െ ሻିݔ െ ሺ݉ െ ݇ሻ݂ሺݔሻሺ1 െ   ሻିିଵ൯ݔ

ൌ ሺ1ݔ െ ሻିିଵݔ ቀ݂ᇱሺ௫ሻሺ1 െ ሻݔ െ ሺ݉ െ ݇ሻ݂ሺݔሻቁ   which is divisible by  ሺ1 െ  ሻିሺାଵሻ.  M1A1ݔ

ሺ1ܦ െ ሻݔ ൌ ݔ
ௗ

ௗ௫
ሺሺ1 െ ሻሻݔ ൌ െ݉ݔሺ1 െ ݊ ሻିଵ  so result is true forݔ ൌ 1.   M1A1 

We have shown that if it is true for  ݊ ൌ ݇ , it is true for  ݊ ൌ ݇  1 .  Hence by induction, it is true 
for any positive integer ൏ ݉ .    B1 (6) 

(iii) 

ሺ1 െ ሻݔ ൌ ∑ ቀ
݉
ݎ ቁ


ୀ ሺെݔሻ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ቀ

݉
ݎ ቁ


ୀ ݔ   M1 

So   

ሺ1ܦ െ ሻݔ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ቀ
݉
ݎ ቁ


ୀ ݔܦ ൌ ∑ ሺെ1ሻ ቀ

݉
ݎ ቁ


ୀ ݔݎ       M1A1 

But by (ii),  ܦሺ1 െ ሻ is divisible by ሺ1ݔ െ ሺ1ܦ  ሻି  and soݔ െ ሻݔ ൌ ݃ሺݔሻሺ1 െ  ሻି , andݔ

thus if  ݔ ൌ ሺ1ܦ   , 1 െ ሻݔ ൌ 0 ,  and hence 

 

∑ ሺെ1ሻ ቀ
݉
ݎ ቁ ݎ

 ൌ 0
ୀ      M1A1* (5) 



8.   (i)   ݔ ൌ ݎ cos ߠ 	⟹
ௗ௫

ௗఏ
ൌ െݎ sin ߠ 

ௗ

ௗఏ
cos  ߠ M1A1 

and  ݕ ൌ ݎ sin ߠ 	⟹
ௗ௬

ௗఏ
ൌ ݎ cos ߠ 

ௗ

ௗఏ
sin  ߠ   M1A1 

Thus   ሺݕ  ሻݔ
ௗ௬

ௗ௫
ൌ ݕ െ ݎbecomes   ሺ   ݔ sin ߠ  ݎ cos ሻߠ

 ୡ୭ୱఏା
ೝ
ഇ

ୱ୧୬ఏ

ି ୱ୧୬ఏା
ೝ
ഇ

ୡ୭ୱఏ
ൌ ݎ sin ߠ െ ݎ cos  ߠ M1 

That is  ሺsin ߠ  cos ሻߠ ቀݎ cos ߠ 
ௗ

ௗఏ
sin ቁߠ ൌ ሺsin ߠ െ cos ሻߠ ቀെݎ sin ߠ 

ௗ

ௗఏ
cos    ቁߠ

as  ݎ  ݎ			,0 ് 0 

Multiplying out and collecting like terms gives 

ሺcosଶݎ ߠ  sinଶ ሻߠ 
ݎ݀
ߠ݀

ሺsinଶ ߠ  cosଶ ሻߠ ൌ 0 

which is   ݎ 
ௗ

ௗఏ
ൌ 0  .          M1A1* (7) 

So   ݁ݎఏ 
ௗ

ௗఏ
݁ఏ ൌ 0        M1 

and thus   ݁ݎఏ ൌ ݇  ,      A1 

ݎ   ൌ ݇݁ିఏ      A1 

 

G1 (4) 

(or alternatively  
ଵ


ݎ݀ ൌ |ݎ|M1 so   ln  ߠെ݀ ൌ െߠ  ܿ  A1 and hence ݎ ൌ ݇݁ିఏ A1) 

 

 

(ii)    ൫ݕ  ݔ െ ଶݔሺݔ  ଶሻ൯ݕ
ௗ௬

ௗ௫
ൌ ݕ െ ݔ െ ଶݔሺݕ   ଶሻݕ

becomes   ሺݎ sin ߠ  ݎ cos ߠ െ ଷݎ cos ሻߠ
 ୡ୭ୱఏା

ೝ
ഇ

ୱ୧୬ ఏ

ି ୱ୧୬ ఏା
ೝ
ഇ

ୡ୭ୱఏ
ൌ ݎ sin ߠ െ ݎ cos ߠ െ ଷݎ sin  ߠ

that is   

 ሺsin ߠ  cos ߠ െ ଶݎ cos ሻߠ ቀݎ cos ߠ 
ௗ

ௗఏ
sin ቁߠ ൌ ሺsin ߠ െ cos ߠ െ ଶݎ sin ሻߠ ቀെݎ sin ߠ 

ௗ

ௗఏ
cos  ቁߠ



Multiplying out and collecting like terms gives 

൫cosଶݎ ߠ  sinଶ ߠ െ ଶሺcosଶݎ ߠ  sinଶ ሻ൯ߠ 
ௗ

ௗఏ
ሺsinଶ ߠ  cosଶ ሻߠ ൌ 0  M1 

which is    ݎ െ ଷݎ 
ௗ

ௗఏ
ൌ 0  .    A1 


ଵ

యି
ݎ݀ ൌ   ߠ݀


ଵ

యି
ݎ݀ ൌ 

ଵ

ሺమିଵሻ
ݎ݀ ൌ 

ଵ

ሺିଵሻሺାଵሻ
ݎ݀ ൌ  ߠ݀ M1 

So   ߠ݀ ൌ 
ଵ
ଶൗ

ିଵ


ିଵ




ଵ
ଶൗ

ାଵ
  ݎ݀ A1 

ߠ  ݇ ൌ
ଵ

ଶ
ln ቚ

ሺିଵሻሺାଵሻ

మ
ቚ      A1 

So   

ቤ
ଶݎ െ 1
ଶݎ

ቤ ൌ  ଶఏ݁ܥ

with  ܥ  0 

ଶݎ ൌ
1

1 ∓ ଶఏ݁ܥ
 

that is 

ଶݎ ൌ
ଵ

ଵାమഇ
  A1* 

 

G1 G1 G1 (9) 

   



9.  If the initial position of ܲ is  , then at time ݐ , ܱܲଶ ൌ ܽଶ   ,ଶ , so conserving energyݔ

1
2
ଶݒ݉ ൌ

1
2
ሶݔ݉ ଶ 

ߣ
2ܽ

ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

                M1 A1 A1 

Thus,  

ሶݔ ଶ ൌ ଶݒ െ
ߣ
݉ܽ

ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

                M1 

i.e.  	

ሶݔ ଶ ൌ ଶݒ െ ݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

            A1* (5) 

The greatest value, ݔ , attained by ݔ , occurs when ݔሶ ൌ 0.  M1 

Thus  ݒଶ ൌ ݇ଶቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

So  ඥܽଶ  ଶݔ െ ܽ ൌ
௩


   (negative root discounted as all quantities are positive) 

Thus  

ଶݔ ൌ ቀ
ݒ
݇
 ܽቁ

ଶ
െ ܽଶ ൌ

ଶݒ

݇ଶ

ݒ2ܽ
݇

 

and  	

ݔ ൌ ඨ
ଶݒ

݇ଶ

ݒ2ܽ
݇

 

            M1 A1 (3) 

As 	

ሶݔ ଶ ൌ ଶݒ െ ݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
 

differentiating with respect to ݐ 

ሷݔሶݔ2 ൌ െ2݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
1
2
ሺܽଶ  ଶሻݔ

ିଵ
ଶ ሶݔݔ2  

                M1 A1 

Thus 

ሷݔ ൌ െ݇ݔଶ
൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯

√ܽଶ  ଶݔ
 

                A1 



So when  ݔ ൌ    , the acceleration of ܲ isݔ

െݔ݇ଶ
ݒ
݇

ݒ
݇  ܽ

ൌ െඨ
ଶݒ

݇ଶ

ݒ2ܽ
݇

݇ଶ
ݒ
݇

ݒ
݇  ܽ

ൌ െ
ଶݒ√ݒ݇  ݒ2ܽ݇

ݒ  ܽ݇
 

                  M1 A1 (5) 

 

ሶݔ ൌ ݒଶ െ ݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
൨

ଵ
ଶ
 

That is  	

ݔ݀
ݐ݀

ൌ ݒଶ െ ݇ଶ ቀඥܽଶ  ଶݔ െ ܽቁ
ଶ
൨

ଵ
ଶ
 

and thus 

න ݐ݀

ఛ
ସൗ



ൌ න
1

ቂݒଶ െ ݇ଶ൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯
ଶ
ቃ
ଵ
ଶ

௫బ



 ݔ݀

where ߬  is the period.    M1 A1 

So  

߬ ൌ 4න
1

ቂݒଶ െ ݇ଶ൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯
ଶ
ቃ
ଵ
ଶ

௫బ



 ݔ݀

߬ ൌ
4
ݒ

න
1

1 െ
݇ଶ൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯

ଶ

ଶݒ ൩

ଵ
ଶ

ට௩
మ

మ
ା
ଶ௩




 ݔ݀

Let  

ଶݑ ൌ
݇൫√ܽଶ  ଶݔ െ ܽ൯

ݒ
 

                B1 

then 

ܽଶ  ଶݔ ൌ ቆ
ଶݑݒ

݇
 ܽቇ

ଶ

 

and so 

ଶݔ ൌ
ସݑ	ଶݒ  ଶݑݒ2݇ܽ

݇ଶ
 



ݔ ൌ ݒ2݇ܽ√
ݑ
݇
ቀ1 

ݒ
2݇ܽ

ଶቁݑ
ଵ
ଶ
ൎ ݒ2݇ܽ√

ݑ
݇
 

as  ݒ ≪ ݇ܽ 

Thus 

ݔ݀
ݑ݀

ൎ
1
݇
 ݒ2݇ܽ√

                M1A1 

and so  

߬ ൎ
4
ݒ
න

1

√1 െ ସݑ

ଵ



1
݇
ݑ݀ݒ2݇ܽ√ ൌ ඨ

32ܽ
ݒ݇

න
1

√1 െ ସݑ

ଵ



 ݑ݀

as required.              M1 A1* (7) 

   



10.  The position vector of the upper particle is 

൬
ݔ  ܽ sin ߠ
ݕ  ܽ cos  ൰ߠ

              B1 B1 

so differentiating with respect to time, its velocity is 

൬ݔሶ  ܽ θሶ cos ߠ
ሶݕ െ ܽ θሶ sin ߠ

൰ 

              E1* (3) 

Its acceleration, by differentiating with respect to time, is thus 

൬ݔሷ  ܽ θሷ cos ߠ െ ሶߠܽ ଶ sin ߠ
ሷݕ െ ܽ θሷ sin ߠ െ ሶߠܽ ଶ cos ߠ

൰ 

              M1 A1 A1 

so by Newton’s second law resolving horizontally and vertically 

൬
െܶ sin ߠ

െܶ cos ߠ െ ݉݃൰ ൌ ݉൬ݔሷ  ܽ θሷ cos ߠ െ ሶߠܽ ଶ sin ߠ
ሷݕ െ ܽ θሷ sin ߠ െ ሶߠܽ ଶ cos ߠ

൰ 

              M1 A1 

That is 

݉൬ݔሷ  ܽ θሷ cos ߠ െ ሶߠܽ ଶ sin ߠ
ሷݕ െ ܽ θሷ sin ߠ െ ሶߠܽ ଶ cos ߠ

൰ ൌ െܶ ቀsin ߠ
cos ߠ

ቁ െ ݉݃ ቀ0
1
ቁ 

The other particle’s equation is 

݉൬ݔሷ െ ܽ θሷ cos ߠ  ሶߠܽ ଶ sin ߠ
ሷݕ  ܽ θሷ sin ߠ  ሶߠܽ ଶ cos ߠ

൰ ൌ ܶ ቀsin ߠ
cos ߠ

ቁ െ ݉݃ ቀ0
1
ቁ 

            B1 (6) 

Adding these two equations we find 

2݉ ൬
ሷݔ
ሷ൰ݕ ൌ െ2݉݃ ቀ0

1
ቁ 

i.e.  ݔሷ ൌ 0  and  ݕሷ ൌ െ݃         M1 A1*  

Thus  	

݉ ൬െܽ θ
ሷ cos ߠ  ሶߠܽ ଶ sin ߠ

ܽ θሷ sin ߠ  ሶߠܽ ଶ cos ߠ
൰ ൌ ܶ ቀsin ߠ

cos ߠ
ቁ 

i.e.   ݉൫െܽ θሷ cos ߠ  ሶߠܽ ଶ sin ൯ߠ ൌ ܶ sin and   ݉൫ܽ  ߠ θሷ sin ߠ  ሶߠܽ ଶ cos ൯ߠ ൌ ܶ cos  ߠ

Multiplying the second of these by  sin and the first by  cos ߠ  ,and subtracting ߠ



݉ܽθሷ ൌ 0  and so  θሷ ൌ 0 .      M1A1* (4) 

Thus  ߠሶ ൌ ሶߠand as initially   2ܽ  ݐ݊ܽݐݏ݊ܿ	ܽ ൌ ሶߠ  , ݑ ൌ
௨

ଶ
  M1 A1 

Therefore the time to rotate by   
ଵ

ଶ
ሶߠ߬  is given by  ߨ ൌ 	

ଵ

ଶ
߬ so , ߨ ൌ

ଵ

ଶ
ߨ ൊ

௨

ଶ
ൌ

గ

௨
   A1 

As  ݕሷ ൌ െ݃  and initially  ݕሶ ൌ ሶݕ ,  at time , ݒ ൌ ݒ െ ݕ  and so ,ݐ݃ ൌ ݐݒ െ
ଵ

ଶ
ଶݐ݃  ݄  as the centre of 

the rod is initially  ݄  above the table.        M1 A1 

Hence, given the condition that the particles hit the table simultaneously,  

0 ൌ ݑ/ܽߨ	ݒ െ 1/2	݃ሺݑ/ܽߨሻଶ  ݄ 
. 

 

Hence    0 ൌ ܽݒݑߨ2 െ ଶܽଶ݃ߨ  ଶݑଶ , or  2݄ݑ2݄ ൌ ଶܽଶ݃ߨ െ  as required.  M1 A1* (7)  ܽݒݑߨ2

   



11.  (i)  Suppose that the force exerted by ܲ on the rod has components  ܺ perpendicular to the rod 
and  ܻ  parallel to the rod.  Then taking moments for the rod about the hinge,  ܺ݀ ൌ 0 ,  M1 

which as  ݀ ് 0  yields  ܺ ൌ 0  and hence the force exerted on the rod by ܲ  is parallel to the rod. 
A1* (2) 

Resolving perpendicular to the rod for  ܲ ,  ݉݃ sinߙ ൌ ݉ሺݎ െ ݀ sin ሻ߱ଶߙ cos  ߙ   M1 A1 

Dividing by  ݉߱ଶ sin  , ߙ


ఠమ ൌ ሺݎ െ ݀ sin ሻߙ cot  ߙ

That is  ܽ ൌ ݎ cot ߙ െ ݀ cos ݎ  or in other words  ߙ cot ߙ ൌ ܽ  ݀ cos  .as required  ߙ M1 A1* (4) 

The force exerted by the hinge on the rod is along the rod towards  ܲ ,   B1 

and if that force is  ܨ , then resolving vertically for  ܲ ,  ܨ cos ߙ ൌ ݉݃    M1 A1 

so  ܨ ൌ ݉݃ sec  . ߙ           A1 (4) 

 

(ii)   Suppose that the force exerted by ݉ଵ on the rod has component   ଵܺ perpendicular to the rod 

towards the axis, that the force exerted by ݉ଶ on the rod has component  ܺଶ perpendicular to the 
rod towards the axis,      B1 

then resolving perpendicular to the rod for  ݉ଵ ,  ݉ଵ݃ sin ߚ  ଵܺ ൌ ݉ଵሺݎ െ ݀ଵ sin ሻ߱ଶߚ cos  ߚ
M1A1 

and similarly for  ݉ଶ ,  ݉ଶ݃ sin ߚ  ܺଶ ൌ ݉ଶሺݎ െ ݀ଶ sin ሻ߱ଶߚ cos  ߚ

M1A1 

Taking moments for the rod about the hinge,   ଵܺ݀ଵ  ܺଶ݀ଶ ൌ 0     M1A1 

So multiplying the first equation by  ݀ଵ , the second by  ݀ଶ  and adding we have 

݉ଵ݃ ݀ଵsin ߚ  ݉ଶ݀ଶ݃ sin ߚ ൌ ݉ଵ݀ଵሺݎ െ ݀ଵ sin ሻ߱ଶߚ cos ߚ  ݉ଶ݀ଶሺݎ െ ݀ଶ sin ሻ߱ଶߚ cos  ߚ

Dividing by  ሺ݉ଵ ݀ଵ ݉ଶ݀ଶሻ߱ଶ sin  , ߚ


ఠమ ൌ ݎ cot ߚ െ ቀభ ௗభ
మ ାమௗమ

మ

భ ௗభ ାమௗమ
ቁ cos  ߚ M1A1 

That is  ݎ cot ߚ ൌ ܽ  ܾ cos ܾ  where , ߚ ൌ
భ ௗభ

మ ାమௗమ
మ

భ ௗభ ାమௗమ
       A1 (10) 

   



12.  (i)  The probability distribution function of   ଵܵ is 

ଵܵ  1  2  3  4  5  6 

  1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ  

 

so the probability distribution function of  ܴଵ is 

ܴଵ  0  1  2  3  4  5 

  1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ  

 

and thus  ܩሺݔሻ ൌ 	
ଵ


ሺ1  ݐ  ଶݐ  ଷݐ  ସݐ   . ହሻݐ   B1 

The probability distribution function of  ܵଶ is 

ܵଶ  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12 

  1
36ൗ   2

36ൗ   3
36ൗ   4

36ൗ   5
36ൗ   6

36ൗ   5
36ൗ   4

36ൗ   3
36ൗ   2

36ൗ   1
36ൗ  

 

M1 

so the probability distribution function of  ܴଶ is 

ܴଶ  0  1  2  3  4  5 

  6
36ൗ   6

36ൗ   6
36ൗ   6

36ൗ   6
36ൗ   6

36ൗ  

 

A1 

which is the same as for  ܴଵ and hence its probability generating function is also  ܩሺݔሻ .  A1* 

Therefore, the probability generating function of  ܴ is also  ܩሺݔሻ   B1 

and thus the probability that  ܵ is divisible by 6 is  1 6ൗ   .    B1 (6) 

(ii)  The probability distribution function of   ଵܶ is 

ଵܶ  0  1  2  3  4 

  1
6ൗ   2

6ൗ   1
6ൗ   1

6ൗ   1
6ൗ  

 



and thus   ܩଵሺݔሻ ൌ 	
ଵ


ሺ1  ݔ2  ଶݔ  ଷݔ   ସሻݔ     M1 A1 

ሻ൯ݔଵሺܩሻ   would be   ൫ݔଶሺܩ
ଶ
  except that the powers must be multiplied congruent to modulus 5. 

ሻݔଵሺܩ ൌ 	
ଵ


ሺ1  ݔ2  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ ൌ

ଵ


ሺݔ  1  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ ൌ

ଵ


ሺݔ    ሻݕ B1 

Thus  ܩଶሺݔሻ   would be   
ଵ

ଷ
ሺݔ     ሻଶݕ

except  ݕݔ ൌ ሺ1ݔ  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ ൌ ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  1 ൌ   ݕ   M1A1 

and  ݕଶ ൌ ሺ1  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻሺ1ݔ  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ ൌ ሺ1  ݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସሻݔ 
ሺݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  1ሻ  ሺݔଶ  ଷݔ  ସݔ  1  ሻݔ  ሺݔଷ  ସݔ  1  ݔ  ଶሻݔ  ሺݔସ  1  ݔ 
ଶݔ  ଷሻݔ ൌ  ݕ5                 A1 

So  ܩଶሺݔሻ ൌ
ଵ

ଷ
ሺݔ  ሻଶݕ ൌ

ଵ

ଷ
ሺݔଶ  ݕݔ2  ଶሻݕ ൌ

ଵ

ଷ
ሺݔଶ  ݕ2  ሻݕ5 ൌ

ଵ

ଷ
ሺݔଶ   ሻݕ7 M1A1* (8) 

ሻݔଷሺܩ ൌ
1
6ଷ
ሺݔ  ሻଷݕ ൌ

1
6ଷ
ሺݔ  ଶݔሻሺݕ  ሻݕ7 ൌ

1
6ଷ
ሺݔଷ  ଶݔݕ  ݕݔ7   ଶሻݕ7

That is 

ሻݔଷሺܩ ൌ
1
6ଷ
ሺݔଷ  ଶݔݕ  ݕݔ7  ଶሻݕ7 ൌ

1
6ଷ
ሺݔଷ  ݕ  ݕ7  ሻݕ35 ൌ

1
6ଷ
ሺݔଷ   ሻݕ43

We notice that the coefficient of  ݕ  inside the bracket in  ܩሺݔሻ is  ሺ1  6  6ଶ  ⋯6ିଵሻ 

This can be shown simply by induction.  It is true for ݊ ൌ 1 trivially. 

Consider  ሺݔ  ݔሻ൫ݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕ൯ ൌ ାଵݔ  ݔݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕݔ 

൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕଶ 

ݔݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕݔ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕଶ

ൌ ݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯ 6ିଵ൯ݕ  5൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕ 

5൫1  6  6ଶ ⋯6ିଵ൯ ൌ ሺ6 െ 1ሻ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ ൌ 6 െ 1 

So  ݕ  ൫1  6  6ଶ  ⋯6ିଵ൯ݕ  5൫1  6  6ଶ ⋯6ିଵ൯ݕ ൌ ൫1  6  6ଶ  ⋯6൯ݕ 

as required.                  M1 

However, this coefficient is the sum of a GP and so  ܩሺݔሻ ൌ
ଵ


ቀݔିହ 

ିଵ

ହ
 is an    ቁ  whereݕ

integer such that  0  ݊ െ 5  4 .            M1 A1 

So if  ݊  is not divisible by 5, the probability that  ܵ is divisible by 5 will be the coefficient of  ݔ  

which in turn is the coefficient of  ݕ  , namely   
ଵ


ቀ

ିଵ

ହ
ቁ ൌ

ଵ

ହ
ቀ1 െ

ଵ


ቁ as required.  B1* 

If  ݊  is divisible by 5, the probability that  ܵ is divisible by 5 will be  
ଵ


ቀ1 

ିଵ

ହ
ቁ  as  ݔିହ ൌ  ݔ



That is   
ଵ

ହ
ቀ1 

ସ


ቁ      M1A1 (6) 

   



13.   (i) 

G1 

  ܲሺܺ  ܻ ൏ ሻݐ ൌ 	
ଵ

ଶ
ଶ  if  0ݐ  ݐ  1    B1 

G1 

and  ܲሺܺ  ܻ ൏ ሻݐ ൌ 	1 െ
ଵ

ଶ
ሺ2 െ ሻଶ  if  1ݐ ൏ ݐ  2  B1 

ܲሺܺ  ܻ ൏ ሻݐ ൌ 	0 if  ݐ ൏ 0  and  ܲሺܺ  ܻ ൏ ሻݐ ൌ 	1  if  ݐ  2 

So  ܨሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ݐ	ݎ݂			0 ൏ 0			
ଵ

ଶ
0	ݎ݂		ଶݐ  ݐ  1	

1 െ
ଵ

ଶ
ሺ2 െ 1	ݎ݂		ሻଶݐ ൏ ݐ  2

ݐ	ݎ݂	1  2

 

        B1 (5) 

Thus  ܲሺሺܺ  ܻሻିଵ ൏ ሻݐ ൌ ܲ ቀܺ  ܻ 
ଵ

௧
ቁ ൌ 1 െ ܲ ቀܺ  ܻ ൏

ଵ

௧
ቁ 

ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ 1 െ

1
ଶݐ2

1	ݎ݂		  ݐ

1
2
൬2 െ

1
ݐ
൰
ଶ

	ݎ݂		
1
2
 ݐ ൏ 1

ݐ	ݎ݂		0 ൏
1
2

 

            M1 A1 

So as  ݂ሺݐሻ ൌ
ௗிሺ௧ሻ

ௗ௧
 , 



݂ሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ݐ	ݎ݂		0 ൏

1
2

1
ଶݐ
൬2 െ

1
ݐ
൰ 	ݎ݂		

1
2
 ݐ ൏ 1

1
ଷݐ
1	ݎ݂		  ݐ

 

as required.          M1A1* (4) 

ܧ ൬
1

ܺ  ܻ
൰ ൌ නݐሺ2ିݐଶ െ ݐଷሻ݀ିݐ 	න .ݐ ݐଷ݀ିݐ ൌ 	 ሾ2 ln ݐ  ଵሿଵିݐ

ଶ

ଵ

ஶ

ଵ

 ሾെିݐଵሿଵ
ஶ

ଵ

ଵ
ଶ

 

ൌ 1 െ 2 ln
1
2
െ 2  1 ൌ 2 ln 2 

              M1 A1 (2) 

(ii)   

G1 

ܲ ൬
ܻ
ܺ
൏ ൰ݐ ൌ ൞

1
2
0	ݎ݂		ݐ  ݐ  1

1 െ
1
2
ݐ	ݎ݂		ଵିݐ  1

 

                B1 (2) 

Thus 

  ܲ ቀ


ା
൏ ቁݐ ൌ ܲ ቀ

ା




ଵ

௧
ቁ ൌ ܲ ቀ1 






ଵ

௧
ቁ ൌ ܲ ቀ






ଵ

௧
െ 1ቁ ൌ 1 െ ܲ ቀ




൏

ଵ

௧
െ 1ቁ 

So 

ሻݐሺܨ ൌ

ە
۔

1ۓ െ
1
2
൬
1
ݐ
െ 1൰ 	ݎ݂		

1
2
 ݐ  1

1
2
൬
1
ݐ
െ 1൰

ିଵ

0	ݎ݂			  ݐ ൏
1
2

 

i.e. 

ሻݐሺܨ ൌ ൞

1
2
ሺ3 െ 	ݎ݂		ଵሻିݐ

1
2
 ݐ  1

1
2
൬

ݐ
1 െ ݐ

൰ 0	ݎ݂			  ݐ ൏
1
2

 



              M1A1 

So as  ݂ሺݐሻ ൌ
ௗிሺ௧ሻ

ௗ௧
 , 

݂ሺݐሻ ൌ ൞

1
2
	ݎ݂			ଶିݐ

1
2
 ݐ  1

1
2
ሺ1 െ 0	ݎ݂		ሻିଶݐ  ݐ ൏

1
2

 

              M1A1 (4) 

ܧ ቀ


ା
ቁ ൌ

ଵ

ଶ
   because, by symmetry,  ܧ ቀ



ା
ቁ ൌ ܧ ቀ



ା
ቁ   

and  ܧ ቀ


ା
ቁ  ܧ ቀ



ା
ቁ ൌ ܧ ቀ

ା

ା
ቁ ൌ ሺ1ሻܧ ൌ 1      B1 

ܧ ൬
ܺ

ܺ  ܻ
൰ ൌ න

1
2
ሺ1ݐ െ ሻିଶݐ

ଵ
ଶ



ݐ݀ 	න ݐ ൈ
1
2
ݐ݀	ଶିݐ

ଵ

ଵ
ଶ

 

ൌ 
1
2
ሺ1ݐ െ ሻିଵ൨ݐ



ଵ
ଶ
െ න

1
2
ሺ1 െ ݐሻିଵ݀ݐ

ଵ
ଶ



 
1
2
ln ൨ݐ

ଵ
ଶ

ଵ

 

ൌ
1
2
െ െ

1
2
lnሺ1 െ ሻ൨ݐ



ଵ
ଶ
െ
1
2
ln
1
2
 

ൌ
1
2

1
2
ln
1
2
െ
1
2
ln
1
2
ൌ
1
2
 

as required.    M1A1 (3) 

 


